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Streszczenie
W artykule poruszono problem optymalizaciji struktury produkcji na przykladzie kopalni odkrywkowej surowcéw skalnych. Opra-
cowano dwa modele optymalizacyjne, ktére uwzglednialy koszt jednostkowy produkcji w poszczegélnych miesigcach, jednostkowy
koszt magazynowania, popyt oraz zdolnosci produkcyjne kopalni i uzyskano rozwigzania za pomocg metody programowania linio-
wego i programu LP-Solve. Otrzymane rozwigzania w czytelny sposéb ilustrujg jaki rodzaj asortymentu i w jakiej ilosci powinna
kopalnia produkowac i magazynowac w poszczegolnych miesigcach, przy jednoczesnym pokryciu zapotrzebowania, aby zminimali-
zowac catkowity koszt produkcji i magazynowania. W modelach programowania liniowego mozna uwzglednic réwniez inne, dodat-
kowe uwarunkowania, niz przyjete i na tej podstawie zmodyfikowaé juz opracowane i przedstawione w niniejszym artykule modele.
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Wprowadzenie

Podejmowanie decyzji ekonomicznych jest
przede wszystkim procesem wyboru, uwarun-
kowanym mozliwoscia wyznaczenia jednego
z wielu mozliwych rozwiagzan. Podejmowanie
racjonalnych decyzji ekonomicznych wymaga
przeprowadzenia rachunkéw optymalizacyjnych.
Rachunki te umozliwiaja rozstrzygniecie, kto-
ra z mozliwych decyzji jest najlepsza. Nalezy
sie¢ przy tym postuzy¢ odpowiednim kryterium,
uwzglednienie ktoérego pozwoli oceni¢ i porow-
na¢ skutki podjecia poszczegodlnych decyzji.
Metodami umozliwiajacych wyznaczenie opty-
malnych decyzji ekonomicznych sa metody pro-
gramowania optymalnego [2].

Istota metod programowania optymalnego
Istota programowania optymalnego jest wyko-
rzystanie metod matematycznych do wyznaczania
optymalnych rozwigzan ré6znorodnych probleméw
decyzyjnych wystepujacych w przedsigbiorstwie.
Zastosowanie metod programowania optymal-
nego umozliwia obiektywne odzwierciedlenie
w postaci modeli matematycznych, zjawisk i pro-
cesow gospodarczych wystepujacych w przed-
siebiorstwie (kopalni odkrywkowej surowcow
skalnych w analizowanym przypadku). Metody
te stwarzajg obiektywne przestanki do podjecia
racjonalnych decyzji, zas modele programowania
optymalnego moga by¢ wykorzystane do opisu

roznych sytuacji decyzyjnych. Do metod progra-
mowania optymalnego sluzacych rozwiazywaniu
problemoéw optymalizacyjnych mozna zaliczy¢
metody programowania marginalnego lub pro-
gramowania liniowego. W niniejszym artykule
zastosowano metod¢ programowania liniowego
do rozwigzania problemu optymalizacji struktury
produkeji kopalni odkrywkowej surowcow skal-
nych [1-6].

Ogolna posta¢é liniowego modelu optymalizacji
struktury produkcji analizowanej kopalni
Liniowy model optymalizacyjny, nazywany
roOwniez zagadnieniem programowania liniowego
charakteryzuje analizowane zjawisko za pomoca
funkcji oraz rdwnan i nierdwnosci liniowych.
Przedsiebiorstwa produkcyjne (kopalnie) mu-
szg podejmowac decyzje jakie wyroby wytwarzac
1 sprzedawaé oraz jaka powinna by¢ wielko$¢
produkcji poszczegdlnych wyrobow. Kazda de-
cyzja dotyczaca struktury asortymentowej i wiel-
kosci produkeji znajduje odzwierciedlenie w po-
noszonych kosztach i osigganych przychodach,
a w konsekwencji w zrealizowanych zyskach.
Przedsiebiorstwa (kopalnie) zainteresowane sg
produkcja takiego asortymentu wyrobow i sprze-
daza w takich ilos$ciach, aby osiagnigty zysk ze
sprzedazy byt jak najwiekszy. Okreslajac struk-
ture asortymentowg i wielkos¢ produkcji ko-
palnia musi réwniez uwzgledni¢ réznego typu
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uwarunkowania prowadzonej dziatalnosci w ana-
lizowanym przypadku m.in. koszty produkcji,
sezonowos$¢ produkcji i sprzedazy, koszty maga-
zynowania, popyt, zdolno$¢ produkcyjng kopalni.

Analizowane przedsigbiorstwo to kopal-
nia produkujgca surowce skalne tj. grysy, klin-
ce i mieszanki. Analizowanej kopalni zalezy na
wytwarzaniu 1 sprzedazy wyrobow w takich ilo-
$ciach, aby catkowity koszt produkcji byt jak naj-
nizszy, w zwigzku z czym w konsekwencji wzro-
$nie rowniez zysk przedsigbiorstwa.

Celem przeprowadzonych obliczen jest stwo-
rzenie modelu matematycznego minimalizujgce-
go taczny koszt produkcji i magazynowania pro-
dukowanych asortymentow, przy jednoczesnym
pokryciu zapotrzebowania w kazdym miesiacu na
kruszywo, oraz uwzglednieniu zdolnosci produk-
cyjnej kopalni.

W tym celu wykorzystany zostal model pro-
gramowania liniowego.

W artykule przyjeto nastepujace oznaczenia
dla analizowanego roku X:

g — ilo§¢ produkeji grysow w poszczegdlnych
miesigcach roku Y, j=1,..., 12,
kj — ilo$¢ produkcji klincow w poszczegdlnych
miesigcach roku Y, j=1,..., 12,
m, — ilo$¢ produkcji mieszanek w poszczegolnych
miesigcach roku Y, j=1,..., 12.

Asortyment 1 (grysy):

a : jednostkowy koszt produkcji grysu w mie-
sigcu j

z,: ilo§¢ magazynowanego grysu w miesigcu j
b, : jednostkowy koszt magazynowania grysu
W miesigcu j

p,;: zapotrzebowanie (popyt) na grysy w miesig-
cuj

Asortyment 2 (klince):

a,; : jednostkowy koszt produkeji klinca w mie-
sigcu j

z,;: ilo$¢ magazynowanego klinca w miesigcu j
b, ; : jednostkowy koszt magazynowania kamienia
W miesigcu j

Py, ¢ zapotrzebowanie (popyt) na kliniec w mie-
siacu j

Asortyment 3 (mieszanki):

a,, : Jednostkowy koszt produkcji mieszanek
W miesigcu j

zZ, ilo$¢ magazynowanych mieszanek w miesig-
cuj

b, jednostkowy koszt magazynowania miesza-
nek w miesiacu j

Ppj zapotrzebowanie (popyt) na mieszanki
W miesiacu j
oraz

W, maksymalna (minimalna), produkcja asortymen-
tow (grysow, klincéw i mieszanek) w miesigcu ;.

W analizowanym przypadku problem progra-
mowania liniowegoprzyjmuje nastepujaca postac:

K, = a,,8,+a,,8, ...

+a,,,8, + bg’lzg,1 + bg,zzg,2 +...

+bg,122g’]2 +ag ki +a Lk, +...

+a, ok, bz bz, (1)
+bk,lzzk,12 ++a, m+a,,m,+.

+a, ,m,+b, .z, +b,,z,,+.

+h .7 .. > min

Przyjete ograniczenia:
Zg0 T 817 Pea = %)

Zo1 T8, 7 Pgr =2,

(2)
Zon 181" Pein =%
Zyo T k, — Pri = 2,
Zi t k, “Pr2 = %k
3)
Zint ki, — Pri2 = 2k 12
Zm,O + ml _pm,l = Zm,l
z +m,—p ,=z
m,l 2 m,2 m,2
4)
Zynn My =Py =210
gl, vy 12 < Wg max
kl, vy 12 S Wk max (5)
ml, 12 S Wm max
& +k1 tmzw,,
&> +k2 +m, 2 Wnin (6)

goth,tmy,2w

min
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Tab. 1. Wyniki rozwigzania opracowanego modelu I programowania liniowego optymalizacji struktury produkcji kopal-
ni odkrywkowej surowcow skalnych, Mg [zrodlo: opracowanie wiasne]

Tab. 1. The results of the developed model I of linear programming of the production structure optimization in the open-
cast mine of rock and raw materials, Mg

L.p. Produkcja Produkcja Produkcja Zapasy Zapasy Zapasy
grysow, gj klincow, k; mieszanek, mj Srysow, Zgj klincow, zyj mieszanek, Zmj

! 15740 42157 137 0 0 0
2 26810 41197 930 0 0 0
3 28868 47392 237 0 0 0
4 24883 41760 5018 0 0 0
> 54006 45958 12268 2044 2909 0
6 60000 44499 20000 12388 12644 0
’ 60000 50423 20000 21192 24831 0
8 60000 90000 0 7530 4669 35027
? 60000 15333 20000 0 0 0
10 60000 51170 20000 774 5561 0
i 60000 84128 4061 17622 2214 34674
12 17845 0 0 0 0 0

Qo s G Ky ey Ky iy, 2 Nan p(’)d.stawie danych analizoyvapejl kopalni,

e 2o Zars e s By Zae s Zyn 2 O (7) czyli ilo$ci wytworzonej produkeji, ilosci sprze-

Funkcja celu (1) przedstawia taczny koszt
produkcji i magazynowania asortymentéw ana-
lizowanej kopalni. Ograniczenia (2a), (2b) i (2¢)
obrazuja sposob w jaki zmieniaja si¢ ilosci pro-
dukowanego, sprzedawanego i magazynowanego
asortymentu w danym miesigcu (m.in. zapewnia-
ja, ze jest pokryte zapotrzebowanie odpowiednio
na grysy (2a), klince (2b) i mieszanki (2¢) w kaz-
dym miesiacu analizowanego roku Y.

Biorac pod uwagg ograniczenie z,,t8&-p,,=
Z, kolejne sktadniki oznaczaja:

Z,,— ilos¢ grysu jaka kopalnia magazynuje po 1
miesigcu,

g2 —ilo$¢ wyprodukowanego grysu w 2 miesigcu
(lutym) analizowanego roku Y,

P,,— popyt (sprzedaz) na grysy w 2 miesiacu (lu-
tym) analizowanego roku Y,

Z,,~ ilo$¢ grysu jaka zostaje zmagazynowana w 2
miesigcu analizowanego roku Y.

Tak wigc ilos¢ grysu jaka dysponujemy w 2
miesigcu to z,,t g2 Po sprzedazy czg$ci pokry-
wajacej zapotrzebowanie P, W magazynie pozo-
staje z,, Mg grysu.

Z kolei ograniczenia (3) okreslaja maksymalna
iminimalng (4) i (5) miesigczng zdolnos¢ produk-
cyjng sumy trzech produkowanych przez kopalni¢
asortymentow.

dazy oraz jednostkowego kosztu wytworzenia
kazdego z trzech rodzajéw asortymentow, dla
poszczegolnych miesiecy w analizowanym roku
Y, przy zatozeniu, ze koszt magazynowania 1 Mg
zapasu dla kazdego asortymentu wynosi 1,5 zl/
Mg, utworzono funkcje celu, zamieszczong po-
nizej. Funkcja ta postuzyta do rozwigzania ana-
lizowanego problemu, czyli optymalizacji struk-
tury produkcji w poszczegolnych miesigcach
w celu obnizenia kosztow produkeji i magazyno-
wania, co przetozy sie rowniez na wzrost zysku
kopalni.

I model optymalizacji struktury produkeji ana-
lizowanej kopalni

W pierwszym opracowanym modelu jako za-
potrzebowanie na dany asortyment w okreslonym
miesigcu uwzgledniono wielkos$¢ jego sprzedazy
w tymze miesigcu. Natomiast za ograniczenie na
laczng wielko$¢ produkcji w kazdym miesiacu
przyjeto najwigksza miesieczng wielkos¢ produk-
cji, dla kazdego z trzech analizowanych asorty-
mentéw w badanych 12 miesiacach.

W opracowanym modelu I przyjeto nastepuja-
cy maksymalny miesigczny poziom produkcji dla
poszczegolnych asortymentow:
grysy — 60000 Mg/m-c,
klince — 90000 Mg/m-c,
mieszanki — 20000 Mg/m-c.
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Przy przyjetych zatozeniach opracowany mo-
del matematyczny (przygotowany do rozwigzania
w programie LP-Solve) ma postac:

min:16,52g,+13,03g, +14,44g, +14,96g, +
11,03g,+11,04g, +12,83g, +11,94g, +12,41g, +
+11,71g,, +12.26g,, +16.50g,, + 1,5z, , +1,5z, , +
1, SZg’3 +1,52g’4 +1,52g.5 +1, SZg’6 +1,52g’7 +
4—1,52&8 +1,52g,9 +1,52g’10 +1752g,11 +1,5z
9,93k, +10,53k, +11,36k, +9,00k; +

+10,06k, + 9,3k, +8,63k, +11,83k, +8,59%,, +9,32k,, +
14,24k, +1,5z, , + 1,5z, , ++1,5z, ; +

+10,24k, +

212

+1,5z, ,+1,52, s+ 1,52, ( +1,5z, , + 1,52, s + 1,5z, o +
L5z 0 +1,52, 4, + 1,52, +14,13m, +13,45m, +
+13,59m, ++14,01m, +12,31m; + 6,80m +6,22m, +
17,19mg +10,35m, +11,61m,, +13,75m,, +21,26m,, +
+1,5z,,+1,5z,,+1,5z,,+1,5z, , +1,5z, s +1,5z, ( +

1,5z, ,+L5z,,+1,5z,,+1,5z2,,,+ 1,5z, ,, + 1,5z, ,,;

m,7 m,9 m,l1

Przyjete ograniczenia:

- grysy:
g —z,, =15740;
Z, t 8, —2,,=26810;
Zo, 85— 2,5 =28868;
Zoy + 8y —Z,4 = 24883,
Zoy+ 85— 2,5 =51962;
Zys T 86— Zy6 = 49656;
Zyot 8 — 2y =51196;
Zy+ &g —Z,5 = 13662;
Zgg T &9 —Z,9 =67530;
Zgg T &10 ~ Zg10 = 99226
Zoio+ 81— Zg = 431525
Zg T &1~ 2y = 35467,
=0;

ZgO

—  klince:

k, -z, =42157,

Z, +ky,—z,=41197;
z,, +hky—z,, =47392;
Zy, +k,— 2z, =41760;
Zy4 + ks —z,5 =45958;
z, s + kg — 2, = 44499;
Z,o +k, —z,, =50423;
Z,, +ky —z,, =54973;
Z,4 +ky— 2z, =50360;
Zyy kg — 240 =51170;
Zyo thy — 24, =49454;
zp, +k, =z, =34674;

Z,0=0;

—  mieszanki:
m,—z, =137;
z,, +m,—z,,=930;
zZ,,+my—z, =237,
z,+m,—z, ,=5018;
z ,+ms—z o =9359;
z,s+mg—z, =10265;
,=17813;
z . +mg—z o =20162;
z,otmy—2z o =246069;

Zm6 +m7 _Zm

z,o+m,—z, o =14439;
Z.0tm,—z,, =7408;
z . tm,—z ,=2214;

Zyo = 0;

Poziomy zdolnosci produkcyjnych dla trzech
analizowanych asortymentow zostaly przyjete na
nastepujacych poziomach:

*  grysy:

8,y 01, <=60000;
e klince:

kz,z’ e, <=90000;
e mieszanki:
m, , ...,,,<=20000.

Wyniki uzyskane po rozwigzaniu modelu
w programie LP Solve zostaly zamieszczone
w tabeli 1.

Catkowity koszt produkcji i magazynowania
w modelu I, wyznaczony przez program LP-Solve
w analizowanym roku Y wyniost 13 248,43 tys.
zk. Jak wida¢ w niektorych miesigcach (w tych,
w ktorych koszt produkeji jest nizszy) optaca si¢
wyprodukowaé wigcej asortymentu niz zapotrze-
bowanie, mimo ze kopalnia ponosi koszty poz-
niejszego jego magazynowania. Dla poroéwnania
przy miesi¢cznej produkcji wynoszacej doktadnie
tyle ile zapotrzebowanie na asortymenty analizo-
wana kopalnia poniostaby koszt 13 582,85 tys. zt.

Na uwage zwraca fakt, ze w opracowanym mo-
delu w grudniu najlepiej byloby wyprodukowac
tylko 17845 Mg grysoéw, a produkcja mieszanek
i klincow powinna zosta¢ zawieszona. Model suge-
ruje aby, w listopadzie wyprodukowaé¢ odpowied-
nio wigksza ilo§¢ asortymentow, tak aby zgroma-
dzone zapasy pokryly zapotrzebowanie grudniowe.
Taki paradoks wynika prawdopodobnie ze specyfi-
ki ksiggowania kosztow, ktora powoduje sztuczne
ich podwyzszenie w miesigcu grudniu.

II model optymalizacji struktury produkcji
analizowanej kopalni
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Tab. 2. Wyniki rozwigzania opracowanego modelu II programowania liniowego optymalizacji struktury produkcji kopalni
odkrywkowej surowcow skalnych, Mg [zrédto: opracowanie wlasne]

Tab. 2. The results of the developed model II of linear programming of the production structure optimization in the open-
cast mine of rock and raw materials, Mg

L.p. Produkcja Produkcja Produkcja Zapasy Zapasy Zapasy
grysow, gj klincow, k; mieszanek, mj SrysOw, Zgj klincow, zyj mieszanek, Zmj
! 15740 42157 137 0 0 0
2 26810 41197 930 0 0 0
3 28868 47392 237 0 0 0
4 24883 41760 5018 0 0 0
> 54006 45958 12268 2044 2909 0
6 60000 44499 20000 12388 12644 0
’ 60000 50423 20000 21192 24831 0
8 60000 90000 0 7530 4669 35027
? 60000 15333 20000 0 0 0
10 60000 51170 20000 774 5561 0
i 60000 84128 4061 17622 2214 34674
12 17845 0 0 0 0 0

Z uwagi na fakt Ze, utrzymanie produkcji na
Wyzszym poziomie w miesigcu grudniu moze by¢
zalecane, ze wzgledu na prawidlowe funkcjono-
wanie kopalni, tak jak i w kazdym z pozostatych
miesigcy analizowanego roku, w opracowanym
modelu II zalozono minimalny, sumaryczny poziom
produkcji dla analizowanych trzech asortymentow
w wysokosci 50000 Mg w kazdym miesigcu.

Zatozenia przyjete w modelu II, w poszczego6l-
nych miesigcach analizy:

a) maksymalny poziom produkcji w kazdym
miesigcu analizowanego roku Y;
grysy — 60000 Mg,
klince — 90000 Mg,
mieszanki — 20000 Mg,

b) minimalny poziom produkcji w kazdym
miesigcu analizowanego roku Y dla sumy produk-
cji trzech asortymentow — 50000 Mg, czyli (g,
sy TR e M, ) > 50000 Mg,

Po zastosowaniu programu LP_Solve, otrzy-
mano nastepujace wyniki dla opracowanego mo-
delu II, zamieszczone w tabeli 2.

Na podstawie wynikéw otrzymanych po roz-
wigzaniu modelu II otrzymano, ze catkowity koszt
produkcji i magazynowania, wyniost 13345,69 tys.
zt 1 okazat si¢ wyzszy 0 97251,84 zt w poréwnaniu
z modelem I, w ktérym nie zatozono minimalnych
poziomo6w produkcji analizowanych asortymentow.

Podsumowanie
W artykule przedstawiono kilka aspektow, na
podstawie ktorych mozna wykorzysta¢ metode

programowania optymalnego do optymalizacji
struktury produkcji w przedsigbiorstwie. W ana-
lizowanym przyktadzie kopalni odkrywkowej su-
rowcoéw skalnych, w najprostszym podejsciu do
tego problemu, miesi¢czna produkcja bytaby row-
na doktadnie miesigcznemu popytowi na produ-
kowane asortymenty (grysy, klince i mieszanki),
czyli bez ponoszenia kosztow magazynowania.
W takim przypadku, catkowity koszt produkcji
wyniostby 13582,85 tys. zt.

Okazuje si¢, ze w opracowanych dwoch mo-
delach pomimo ponoszenia dodatkowych mie-
siecznych kosztow magazynowania w wysokosci
1,5 z/Mg, catkowity koszt produkcji i magazy-
nowania jest nizszy o 334412,74 zt w modelu
110237160,90 zt w modelu II.

Paradoks ten wynika z faktu, ze w niektorych
miesigcach jednostkowy koszt produkcji jest niz-
szy. Oplaca si¢ zatem zwigkszy¢ produkcje w tych
wlasnie miesigcach i czgsciowo ja magazynowac.
Zjawisko to wykryly i wykorzystaly opracowane
modele optymalizacji struktury produkcji.

W modelach programowania liniowego mozna
uwzgledni¢ rowniez inne, dodatkowe uwarunko-
wania, niz przyjete i na tej podstawie zmodyfiko-
wac juz opracowane i przedstawione w niniejszym
artykule modele.

Publikacje wykonano w AGH w Krakowie w 2016
roku w ramach badan statutowych, umowa nr:
11.11.100.693, zadanie 5.
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Optimizing of Production Structure on an Example of Mine
This article presents the problem of production structure optimizing based on an example of the opencast mine of the raw and rock
materials. There is developed two models of optimization, which take into account the unit cost of production in individual months,
the unit cost of storage, demand and production capacity of the mine and the results were found using linear programming method
and the LP-Solve. The obtained results clearly illustrate what kind of assortment and in what amount should be produce and storage
in individual months, while demand coverage, to minimize the total cost of production and storage.
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