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Abstrakt
W artykule przedstawiono szczegotowy opis probabilistycznego modelu dyskretnego rozktadu gestosci warstw w fozu osadzarki opra-
cowanego na podstawie zalozen przedstawionych w pracy (Glowiak 2019). Opis ten zawiera wszystkie wzory opisujgce zaleznosci
istniejgce w tym modelu. Podano takze te szczegoly zatozen, ktorych jasne przedstawienie korzystniej bylo polgczyc ze szczegotami
obliczenr. Wykonany model wykorzystano do obliczeti rozkladu gestosci czgstek w poszczegblnych warstwach. Obliczenia te wykazujg
istnienie znacznych réznic w tych rozktadach w stosunku do innych znanych modeli. Takze catosciowy obraz procesu wzbogacania
w osadzarce przyjmowany na podstawie dotychczasowych badan eksperymentalnych i rozwazat teoretycznych znacznie rézni sig od
obrazu wynikajgcego z przedstawianego modelu. Roznice te okazujg si¢ wazne takze dla praktyki wzbogacania wegla wskazujgc wy-
raznie na wybor kierunku modernizacji osadzarek istotnie rézny od tendencji aktualnie panujgcych wsréd konstruktoréw tych ma-
szyn. Z przedstawionego modelu wynika takze niepoprawnos¢ obecnie uzywanych obliczen do przewidywania wynikéw wzbogacania
z zastosowaniem krzywych rozdziatu spowodowang gtownie dowolnoscig wyboru gestosci rozdziatu, ktéra w rzeczywistym procesie
osadzania jest znacznie ograniczona przez gestosci tworzgcych sig warstw. Przedstawiony model pokazuje takze, ze matematyczna

aproksymacja krzywych rozdziatu przyjmowana w tych obliczeniach nie jest poprawna.
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Wstep

Zasadniczym celem tworzenia prezentowanego modelu
jest wykonanie narzedzia umozliwiajacego obliczenie rozkladu
gestosci warstw i mas w fozu osadzarki oraz wyznaczenie na tej
podstawie mozliwosci podziatu loza na dwa produkty, ktorych
wychody i parametry jakosciowe takze beda mozliwe do obli-
czenia. Danymi wej$ciowymi modelu sa charakterystyki wzbo-
gacanego materiatu oraz przyjete parametry okreslajace jakosé
procesu wzbogacania. Uzasadnienie dla wielu szczegélow przy-
jetych w przedstawianym modelu, a pominietych w tym opra-
cowaniu autor przedstawil w pracy (Glowiak 2019).

Prostym i ogélnie dostepnym narzedziem umozliwiajacym
wykonanie wszystkich obliczen w przedstawianym modelu jest
arkusz kalkulacyjny, zastosowany i sprawdzony przez autora
niniejszej pracy. Uzycie do obliczen arkusza kalkulacyjnego po-
zwala wykorzysta¢ jego dogodnosci do sprawdzania popraw-
nosci obliczen i graficznej prezentacji wynikéw. Obliczenia we-
diug podanych w modelu zaleznosci mozliwe sa do wykonania
takze przy zastosowaniu dowolnych innych narzedzi oblicze-
niowych zachowujacych odpowiednia dokladnos¢. Przyjecie
w modelu dwuwymiarowego rozkladu zmiennej losowej skta-
nia do uporzadkowania obliczenn w formie wzajemnie ze soba
powiazanych macierzy, co pozwala uzyska¢ wzglednie prosty
i przejrzysty zapis realizowanych dzialan. Dalszy opis modelu
bedzie przedstawial kolejne kroki konstruowania modelu z wy-
jasnieniem istotnych szczegéléw. Zanim to nastapi koniecz-
ne jest przedstawienie zagadnienia zmiennej gestosci warstw
i sposobu podzialu wysokosci toza na poszczegdlne warstwy
z okre$leniem granic sasiednich warstw.

W dalszej czesci pod stowem model rozumiany jest pre-
zentowany probabilistyczny dyskretny model rozkladu gestosci
czastek w tozu osadzarki, w przypadku innych modeli bedzie
podawane okre$lenie charakteryzujace ten model.

Graniczne gestosci warstw

Dla modelu dyskretnego konieczne jest przyjecie $rednich
gestosci frakeji gestosciowych wzbogacanego materiatu i tworza-
cych sie warstw. Srednie te powinny by¢ $rednimi dla okrelo-
nego zakresu gestosci frakeji lub warstwy. W praktyce wzboga-
cania, szczeg6lnie wegla, przyjelo sie niecalkiem poprawnie, ze
jako $rednig gesto$¢ frakeji przyjmuje sie arytmetyczng $rednia
gestosci dwu cieczy ciezkich uzytych do wydzielenia tej frakgji.
Dla $redniej gesto$¢ warstwy w rozpatrywanym modelu dys-
kretnym trzeba bylo przyja¢ istnienie granicznych gestosci dla
tych warstw analogicznych do granic $redniej gestosci czastek
danej frakeji. W tym przypadku sprawa ustalenia tych granic jest
znacznie bardziej skomplikowana niz dla gestosci czastek. Jest
tak dlatego, ze w zalozeniach modelu (Glowiak 2019 s. 216-217)
istnieje konieczno$¢ braku jakichkolwiek ograniczen dla $red-
nich gestoéci tworzacych sie warstw. Jezeli ponadto uwzglednic¢,
ze warstwy moga znacznie si¢ rozni¢ iloscia zgromadzonego
w nich wzbogacanego materialu, to jasne staje sie, ze nie da sie
ustali¢ gestosci tych granic w podobny sposéb jak dla gestosci
czastek, gdzie roznice gestosci kolejnych frakeji moga by¢ jed-
nakowe. Wazno$¢ tej sprawy dla poprawnego sformulowania
algorytmu obliczent modelu przestawia rys. 1 pokazujacy roznice
w rozkladach gestoéci warstw i zgromadzonych w nich mas cza-
stek dla sztywnego liniowego rozktadu gestoéci warstw (krzywa
1) oraz dla nieliniowej skali gestosci warstw (krzywa 2), wynika-
jacej z braku ograniczen dla ich gesto$ci.

W pierwszej kolejnoéci nalezy zatem rozstrzygna¢ kwestie
czy istnieje jednoznaczna mozliwo$¢ ustalania tych granicznych
gestosci dla modelu dyskretnego. Z powyzszych uwag wyplywa
jeden wazny wniosek, Ze te granice nie moga by¢ sztywne, lecz
powinny by¢ dane jaka$ zaleznoscia. Sensowna przestanka do
jej wybrania moze by¢ rowno$¢ wartosci sredniej funkeji danej
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Rys. 1. Rozktady gestoéci i mas warstw w funkcji numeru warstwy dla statej (1) i zmiennej (2) gestoéci warstw

Fig. 1. Layer density and layer mass distributions as a function of layer number for linear (1) and nonlinear (2) scale of layer density
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Rys. 2. Sposob obliczania dyskretnej warto$ci prawdopodobienstwa z uzyciem okreslonej dolnej i gérnej granicy gestosci warstwy

Fig. 2. The method of calculating the discrete probability value using the specified lower and upper limits of the layer density

w postaci histogramu i jej przyblizenia krzywa famang w ob-
szarze zmiany wartosci tej funkcji w literaturze (Bobrowski
1980) nazywang wykresem licznoéci. Taka zaleznoscig defi-
niujacg granice dwu sasiednich warstw i spelniajacej to zato-
zenie jest srednia arytmetyczna $rednich gestosci tych warstw
dla wszystkich warstw oprocz warstw skrajnych. Dla warstwy
najlzejszej dolng granicy gestodci tej warstwy jest graniczna ge-
sto$¢ najlzejszych czastek istniejacych we wzbogacanym mate-
riale, a granica gorng $rednia jak dla warstw $rodkowych. Dla
warstwy najcigzszej gorna granica gesto$c tej warstwy jest gra-
niczna gestoscig najcigzszych czastek wzbogacanego materiatu,
a granicg dolng $rednia jak dla warstw §rodkowych. Graniczne
gestosci kolejnych warstw powinny by¢ takze istotng czescia
iteracyjnego algorytmu obliczania $redniej gestosci warstwy
oraz powinny spelnia¢ warunek réwnosci maksymalnej ge-
sto$ci warstwy poprzedniej i minimalnej gestosci warstwy na-
stepnej. Takie przyjecie granic warstwy powoduje, ze wartos¢
$rednia gestos$ci warstwy nie jest usytuowana symetrycznie
wzgledem wartoéci skrajnych gestosci warstwy. Sposob wy-
znaczania granic dla funkeji danej w postaci histogramu i dla
dowolnego nieregularnego rozmieszczenia wartosci tej funkcji
na osi odcietych jest wyjasniony na rys. 2 podajacym sposob
obliczania dyskretnych wartosci prawdopodobienstwa trafienia
czastki danej gestosci do warstwy o znanej jej gestosci sredniej.
Na tym rysunku podane s3 takze zalezno$ci zachodzgce miedzy
warto$cia Srednig warstwy i skrajnymi gestosciami tej warstwy.
Uzasadnienie dla stosowania obliczania prawdopodobienstwa

z r6zni¢ odpowiednich dystrybuant zostalo podane w zaloze-
niach modelu (Glowiak 2019 s. 219).

Z powyzszego wynika, ze kazda warstwa jest scharaktery-
zowana trzema liczbami: $rednig gestoscig warstwy p , dolng
granicg zakresu gestosci warstwy p . i gérng granicg zakresu
gestosci warstwy Py W sytuacji, gdy warstwy gromadza rézne
ilosci czastek o réznych gestosciach ich skrajne gestosci moga
by¢ polozone symetrycznie wzgledem wartosci $redniej kaz-
dej warstwy tylko w bardzo szczegélnym przypadku, ktorego
prawdopodobienstwo wystapienia jest znikome. Jest to fizycz-
ne uzasadnienie asymetrii polozenia $redniej gesto$ci warstwy
wzgledem wartosci skrajnych.

Najwazniejszym krokiem w tworzeniu modelu jest prawi-
dtowe obliczenie prawdopodobienstwa trafienia czastki o wy-
branej gestosci do kazdej z mozliwych do powstania warstw
z uwzglednieniem wszystkich ograniczen mozliwosci rozpra-
szania czastek poszczegdlnych gestosci. Znajac masy i gestosci
czastek roznych frakeji gesto$ciowych mozna obliczy¢ objeto-
$ci zajmowane przez te czastki, co z kolei umozliwia obliczenie
$rednich gestosci poszczegolnych warstw. W ten sposéb mozna
obliczy¢ takze profil gesto$ci warstw w pionowym przekroju
foza osadzarki dla przypadku nieruchomych warstw, co ma
miejsce w osadzarce wsadowej (bezprzeptywowej). Ta sytuacja
jest istotna dla eksperymentalnego potwierdzenia prawidlo-
wosci prezentowanego modelu. Jezeli z kolei znany jest profil
predkosci warstw o znanych ich $rednich gestosciach to mozna
z niego obliczy¢ polozenie warstw o znanej gesto$ci w przepty-
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wektory wejsciowe modelu

R:Rw(R)USA Vv

wektory wyj$ciowe modelu

Aw (AN Asw (AN

macierze dyskretnych rozktadow zmiennych modelu
A(U, S ) B(A) By(A) C(A, Bo) D(C)

E(A) F(A, By) G(F) H(A, Ro) P(A, A)

wektory pomocnicze i przejsciowe modelu

Ry Rwp(Rwo,A) A*(Ry) A'(Ry)

Zo(H) Z: (H, V) Yo(H) Y«(H, V) W, (H,) Wi(H, V)

Rys. 3. Schemat zaleznoéci macierzy i wektorow modelu

Fig. 3. Diagram of dependencies of matrices and vectors of model

wowej maszynie przemystowej. Wlaczenie do modelu zalez-
nosci zawartosci popiotu w poszczegolnych czastkach od ich
gestosci pozwala obliczy¢ technologiczne skutki wzbogacania
oraz wynikajace z nich zaleznoéci ekonomiczne zwigzane z re-
lacjami jakosci i ceny produktéw wzbogacania. Ponizej przed-
stawione s3 szczegoty dla tak przyjetej idei realizacji obliczen.

Opisy macierzy i wektorow tworzacych model
W przestawianym dyskretnym modelu rozkltadu czastek
o réznych gestosciach w warstwach toza osadzarki zmiennymi
losowymi sa $rednia gesto$¢ czastek wzbogacanego materia-
tu i $rednia gestos¢ tworzacych sie warstw w tozu osadzarki.
Zmienne tego modelu uporzadkowano w sposob stosowany
w rachunku macierzowym. Wierszom macierzy przyporzadko-
wane s3 $rednie gestoéci frakeji gestosciowych wzbogacanego
materiatu, a kolumnom macierzy $rednie gestosci warstw jakie
powstaja w lozu osadzarki. Macierzowa posta¢ uporzadkowa-
nia modelu nie implikuje istnienia wszystkich dziatan na tych
macierzach stosowanych w rachunku macierzowym. Wszystkie
macierze modelu muszg by¢ macierzami kwadratowymi, po-
niewaz tylko taka macierz przedstawia stan wzbogacania ideal-
nego, ktory wedltug zalozen powinien by¢ mozliwy do oblicze-
nia przez ten model. Istniejace zaleznosci miedzy elementami
poszczegdlnych macierzy beda podawane réwnolegle z wyja-
$nieniem znaczenia elementdéw poszczegdlnych macierzy.
Ogolny zapis obowigzujacy dla ponizszych opiséw ozna-
czanych duzg litera macierzy jest oznaczenie elementéw tych
macierzy matymi literami z podaniem indekséw oznaczajacych
polozenie tych elementéw w macierzy; przyktadowo A=[a,].
Rys. 3 podaje oznaczenia macierzy i wektoréw uzytych
w modelu oraz symboliczny zapis wiazacych je zaleznosci,
a ponizej podany jest opis tych macierzy i wektorow.
Wiszystkie dalsze rozwazania dotycza jednostki masy row-
nej 100% masy wszystkich czastek wzbogacanego materiatu.
Przedstawiany ponizej opis poszczegolnych macierzy jest
podany z zachowaniem nastgpujacej kolejnoséci: znaczenie
w teorii rachunku prawdopodobienstwa, interpretacji na grun-
cie teorii wzbogacania w osadzarce (jezeli istnieje), wzor po-
zwalajgcy obliczy¢ wartoci liczbowe elementéw tych macierzy.
Dla niektérych opiséw podano takze ich interpretacje dla cia-
glych rozkladéw zmiennej losowe;j.

Wektory wejsciowe modelu

W tej pracy pojecie wektor oznacza macierz jednowierszo-
w3 lub jednokolumnowa.

Najwazniejsze wektory wejsciowe charakteryzuja ,,wzboga-
cany” w tym modelu material surowy. Wektorem wejsciowym
modelu niezwigzanym z wiadciwosciami nadawy jest wektor
rozproszen charakteryzujacy sprawnos¢ wzbogacania. Dalej
zostanie wyjasnione jak ze skalarnej wielkodci charakteryzu-
jacej $rednie rozproszenia czastek w procesie wzbogacania
powstaje wektor pozwalajacy modelowa¢ przypadki réznych
rozproszen dla réznigcych sie gestoscia frakeji wzbogacanego
materiatu.

Pierwszym z wektorow wejsciowych charakteryzujacych
wzbogacany material jest wektor kolumnowy gestosci frakeji
gestosciowych wzbogacanego materialu R , ktérego element p
oznacza $rednig gestos¢ i-tej frakeji. Wektor ten przypisuje nu-
merowi frakeji gesto$ciowej i gestosc¢ tej frakcji wynoszacg p,.

Drugim jest wektor kolumnowy udzialéw frakeji gesto$cio-
wych (charakterystyka czestosci dla gestosci frakeji) nadawy U.
Element ui tego wektora jest wzgledna zawartoscia frakcji o nu-
merze i w jednostce masy wzbogacanego materialu wyrazona
w procentach.

Trzeci wektor wejsciowy charakteryzujacy nadawe to wek-
tor kolumnowy A zawartosci popiotu we frakcjach gesto$cio-
wych nadawy, ktérego element A oznacza wyrazong w pro-
centach zawarto$¢ popiotu w i-tej frakeji gestosciowej nadawy
0 gestodcip .

Wektor kolumnowy zmiany rozproszenia frakcji gestoscio-
wych nadawy S obliczany jest z przyjetego $redniego rozprosze-
nia w procesie wzbogacania E_i przyjetej funkcyjnej zaleznosci
tego rozproszenia od gestodci frakcji gestosciowej p . wzboga-
canego materiatu. Element tego wektora s, = f(E, p_) gdzie f(
) oznacza ciagly funkcje $redniego rozpraszania E_ i gestosci
czastki p_obliczonej dla $redniej gestosci frakcji p_. Dla obli-
czen wykonanych z uzyciem tego modelu praktyczne znacze-
nie ma tylko liniowa zaleznos¢ s= E + mp, gdyz doktadnos¢
mozliwych badan empirycznych nie pozwala na identyfikacje
bardziej ztozonych zaleznosci rozproszenia od gestoéci czastki.
Mozliwe jest takze wybranie indywidualnego rozproszenia dla
kazdej frakcji gestosciowej nadawy.

Element vj wektora wierszowego V rozkladu poziomej
predkosci j-tej warstwy oznacza wyrazong w m/s warto$¢
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Rys. 4.Rozktad masy czastek w warstwach, gdy w obliczeniach gestos¢ warstw jest stata (po lewej) i gdy gestosci warstw jest zmienna (po prawe;j)

Fig. 4. Distribution of mass of particles in the layers, where the layers density is constant (left) and is variable in calculations (right)

skltadowej poziomej predkosci ruchu czastek j-tej warstwy
o $redniej gestosci warstwy p, . Na podstawie cigglej zaleznodci
V=f(p ) obliczona jest $rednia predko$¢ wszystkich warstw vs
niezbedna dla obliczenia zmiany wysoko$ci warstwy w funk-
¢ji $redniej gestosci wszystkich czastek warstwy. Gdy wszyst-
kie warstwy poruszajg si¢ z taka samg predkoscia to polozenie
kazdej warstwy jest takie samo jak dla warstw nieruchomych.
Dla warstwy poruszajacej sie z predkoscig wigksza od predkosci
$redniej jej wysoko$¢ musi sie zmniejszy¢, co wynika z réwna-
nia ciaglosci przeplywu przez dany przekrdj (powierzchnie).
Wysoko$¢ ruchomej warstwy wrj wynikajaca ze zmiany jej
predkoéci jest obliczana na podstawie wysoko$ci nieruchomej
warstwy woj z zaleznoéci:

W= (1)

Ciggla funkcja v(p, ) uzyta w obliczeniach modelu okreslo-
na jest zaleznoscig:
3,5949

7 2)

W

v(p,)=0,046 +

Obliczona z tej zaleznosci $rednia predkos¢ warstwy v, wy-
nosi 0,125 m/s.

W2zdr ten zostal przyjety z aproksymacji danych ekspery-
mentalnych zawartych w pracach (Samylin... 1976) i ( Kowol
2010).

Element p -wektora poczgtkowych gestosci warstw R po-
zwalajgcy iteracyjnie obliczy¢ gestoéci poszczegdlnych warstw
p,,; jest obliczany z zaleznodci R /=R, gdzie R ' jest transpo-
nowanym wektorem R , stad p_ = p,, dla kazdego j = i.

Wektory pomocnicze modelu

W kazdym kroku obliczen gestoéci tworzgcych si¢ warstw
musi istnie¢ wektor R przejéciowego rozkladu gestosci warstw
p,,» Ktdry po zakoniczeniu obliczen iteracyjnych staje si¢ wekto-
rem koncowego rozkladu gestosci warstw R . Warto$cig wekto-
raR dla pierwszego kroku obliczen jest wektor poczgtkowych
gestosci warstw R .

Takze w kazdym kroku obliczenn zmieniajg sie $rednie
gesto$ci warstw, zatem musza si¢ takze zmienial graniczne
gestoéci tych warstw. Dla wykonania obliczenia tych zmian
wprowadza si¢ wektor przyrostow A- ustalajgcych dolna gra-
nice zakresu gestoéci j-tej warstwy. Element A-j pomocni-
czego wektora wierszowego A- okreéla spadek gestosci j-tej
warstwy przy przejéciu od $redniej gestosci tej warstwy do

minimalnej granicznej gestosci tej warstwy. Minimalna ge-
sto$¢ j-tej warstwy jest jednocze$nie maksymalng gestoscig
poprzedniej warstwy j-1. Warto$¢ tego elementu obliczana jest
z zaleznosci:

A=, =(pj—p/.4)/2 @)

Analogiczny do wektora A- wektor przyrostow A+ ustala
gbérng granice zakresu gestoéci j-tej warstwy. Element A+j po-
mocniczego wektora wierszowego A+ okresla przyrost gestosci
j-tej warstwy przy przejéciu od $redniej gestodci tej warstwy
do maksymalnej granicznej gestoéci tej warstwy. Maksymalna
gesto$¢ j-tej warstwy jest jednoczesnie minimalna gestoscig
nastepnej warstwy j+1. Warto$¢ tego elementu obliczana jest
z zaleznosci:

A+j:(pj+l_pj)/2 (4)

Dwuwymiarowy rozklad mas czastek o gestosci p, w war-
stwach o gestosci Py

Dla najwazniejszych macierzy rozkladu dyskretnego na
zakonczenie ich opisu zalagczono wyjasnienie jakie znaczenie
maja funkcje ciagle odpowiadajace dyskretnym warto$ciom
elementdw tej macierzy. Wyjasnienia te moga by¢ pomocne dla
losowej interpretacji poje¢ z teorii wzbogacania opisywanych
funkcjami ciagglymi.

Element podstawowej macierzy A modelu oznaczony
jako a; przedstawia wyrazone w procentach prawdopodobien-
stwo trafienia czgstki o gestosci p i-tej frakeji czastek do j-tej
warstwy, ktorej gesto$¢ wynosi p,; W interpretacji fizycznej
wynikajacej z prawa wielkich liczb i centralnych twierdzen
granicznych rachunku prawdopodobienstwa dla bardzo du-
zej liczby czastek jest to procentowy udzial masy czastek i-tej
frakeji gestosciowej nadawy zgromadzonych w j-tej warstwie,
kt6rej Srednia gesto$¢ wynosi p,, w masie catego wzbogacane-
go materiatu. Inaczej jest to wyrazona w procentach wzgledna
zawarto$¢ masy czastek i-tej klasy gesto$ciowej nadawy w j-tej
warstwie odniesiona do jednostkowej masy wszystkich czastek
nadawy.

Procentowy wymiar prawdopodobienstwa w tej macie-
rzy jest skutkiem zachowania wymiaru wektora wejéciowego
U okreslajacego sklad gestosciowy wzbogacanego materiatu
w procentach tradycyjnie stosowanego w przerdbce kopalin.
Jednoczesénie ten wymiar jest dogodny do analizy wynikéw ob-
liczen i podniesienia ich doktadno$ci.
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Rys. 5. Powierzchnia utworzona przez wszystkie mozliwe dystrybuanty warunkowych rozktadéw mas w warstwach (warunek pc = const), gdy
obliczane w modelu warstwy moga zmienia¢ swoja gesto$¢ (po prawej) i gdy gestos¢ warstw jest stala (po lewej)

Fig. 5. The surface formed by all the possible cumulative distribution of conditional distributions the mass layers (condition pc = const) where densi-
ty of layers is variable (right) and density of layers is constant (left) in model calculations
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Rys. 6. Wybrane krzywe rozdziatu dla produktu lekkiego, gdy gestosci warstwy jest stala (po lewej) i te same krzywe, gdy gesto$¢ warstw jest zmienna (po prawej)

Fig. 6. Selected partition curves of the light product, when the density of the layers is constant (left) and variable (right) in model calculations

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu dwuwymiarowego
ciaglego okresla prawdopodobienstwo znalezienia czastki o ge-
stodci z zakresu p , p_+ dp_w warstwie o gestosci z zakresu p ,
p,+dp,. Podane prawdopodobienstwo dla zbioru bardzo duzej
liczby czastek jest wzgledna zawarto$cig masy czastek przyjetej
gestosci w warstwie o danej gestosci. Funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa rozktadu dyskretnego okresla $rednie praw-
dopodobienstwo trafienia czastek o $redniej gestosci p , przy-
porzadkowanej numerowi i do warstwy o $redniej gestosci p,
oznaczonej numerem j z uwzglednieniem ograniczen w skraj-
nych warstwach. Zgodnie z zalozeniami powinna uwzgled-
nia¢ w swej postaci trzy rézne funkcje opisujace rozproszenie
czastek w dwu warstwach skrajnych i wszystkich pozostatych
warstwach. Takze zgodnie z przyjetymi zalozeniami funkeja ta
bedzie obliczana jako réznica wartosci dystrybuanty dla mak-
symalnej i minimalnej gestoéci danej warstwy sposobem poda-
nym na rys.2.

Zapis ®(a,b,c) oznacza funkcje dystrybuanty rozktadu
zmiennej losowej a, ktorej wartos¢ oczekiwana wynosi b i od-
chylenie standardowe tej zmiennej wynosi c.

Dyskretne wartoéci funkcji gestosci prawdopodobienstwa
okreslajace srednie prawdopodobienstwo trafienia i-tej czast-
ki do j-tej warstwy wyrazone przez wartosci dystrybuanty dla
skrajnych gestosci warstwy sa nastepujace:

a, =u[(p,, + A, p,,,L4826s) — D(p, — A, p,,,14826s,)]

(5)

dla pw:i=pwa j=1 i=1...n (warstwa najlzejsza)

a, =u; [q)(pwg + Atvpm ,1,48265“ ) - q)(pg - A:x’pcn ’1548265, )] ( )
6

dla pwn = pwej=n i= l...n (warstwa najcigzsza)

a, =u[®(p,, + A, p,.1,48265) — O(p,, — A, p,,,148265,)]

(7)
dla puwa<pwi<pwgj=2...n-1 i= 1...n (pozostate warstwy)
Dla rozktadu normalnego
D(p,, +A", p,,1,4826s) = 1 Mjm‘/ expl—— =P (8)
W 2148265, 2, 2(1,48265,)
o, =— = 148255, 9)
0,6745
Dla rozktadu jednostajnego (prostokatnego):
N 2 _ 2 Poi — Py T28
uD(p, + A 5pcl5ﬁsl) —uD(p,, 7A19pm$s1) =u; T (10)
dla pw;: = pwa j=1 i=1...n (warstwa najlzejsza)
y 2 - 2 yly PomPut2S
uD(p,, *A,,spmsﬁsn)*uﬂ’(% 7An’p<'/1’ﬁsn) =, a5, (11)
dla pwn = pwe j=n i= 1...n (warstwa najci¢zsza)
ud(p,, +A",p, is)—uCD(p -AN,p, is)*u M
i Wi jo m\/g i i wj o m\/g i i 4s1 (12)
dla pywa<pwi<pwgj=2...n-1 i= l..n ( pozostate warstwy)
2
o, =——=s,=11547s, (13)

RE)

Powyzsze wzory wynikaja wprost z definicji dystrybuanty
rozktadu zmiennej losowej i rys. 2.

Ograniczenie na elementy macierzy a, wynikajace z bilansu
mas poszczegolnych frakeji jest nastepujace:
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Rys. 7. Rozklad objetoéci czastek (po lewej) i mas popiotu (po prawej) w warstwach

Fig. 7. Particle volume distribution (on the left) and the ash mass distribution (on the right) in layers
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Rys. 8. Rozktad wysokosci warstw (po lewej) i potozenie ich §rodkéw (po prawej) w pionowym przekroju foza dla warstw nieruchomych (1) i ruchomych (2)

Fig. 8. Layer height distribution (left) and location of the centers of the layers (right) in the vertical cross-section of the jig bed for motionless (1)
and movable (2) layers

Jj=n
Zal/. =u, =b, dlakazdego i z zakresu 1...n

j=1

(14)

Rys. 4 (prawy) pokazuje pseudoprzestrzenny wykres rozkta-
du mas czastek w tozu osadzarki dla typowego sktadu wzboga-
canego wegla surowego, srednim rozproszeniu 0,16 i linowym
wzroécie rozproszenia w funkcji gestosci czastek przy braku
ograniczenia zmian gesto$ci warstw. Rys. 4 (lewy) pokazuje ten
sam rozklad, gdy nie dopuszcza si¢ zmiany gestosci warstw, co
odpowiada wykonaniu tylko pierwszego kroku obliczen.

Rozklady brzegowe dwuwymiarowej zmiennej losowej

Dla dwuwymiarowej zmiennej losowej istnieja dwa rozkta-
dy brzegowe (Goldberger 1960). Maja one prosta interpreta-
cje fizyczng dla rozpatrywanego zagadnienia rozkladu czastek
w warstwach toza osadzarki.

Rozklad brzegowy zawartosci czastek o stalej gestosci ozna-
czony jest jako wektor B .

Element b, wektora kolumnowego B_ jest suma elemen-
tow a, w poszczegllnych wierszach. Z bilansy masy wynika,
ze powinien by¢ rowny elementowi u; gestosciowej charakte-
rystyki (krzywej) czestoéci tego materiatu danej wektorem U.
Ewentualne rozbieznoéci miedzy wejsciowg charakterystyka,
a tym rozkladem brzegowym powinny by¢ écisle kontrolowane
w obliczeniach, gdyz wystepujace réznice moga by¢ dowodem
niezachowania bilansu mas czastek poszczegolnych klas gesto-
$ciowych nadawy.

Gestos¢ brzegowa czastek rozktadu cigglego podaje praw-
dopodobienstwo znalezienia czastki o gestosci z zakresu p,
p+dp w calosci wzbogacanego materialu. To prawdopodo-
bienstwo nie ma odpowiednika w teorii wzbogacania grawita-

cyjnego. Teoretycznym pojeciem bardzo podobnym jest cha-
rakterystyka (krzywa) czestosci nadawy. Odnosi si¢ ona jednak
nie do gestosci frakeji, lecz do zawarto$ci popiotu w tej frakcji
gestosciowej. Dystrybuanta rozktadu brzegowego okresla praw-
dopodobienstwo znalezienia czgstki o gestosci mniejszej od p_
w calosci wzbogacanego materialu. To prawdopodobienstwo
jest innym okresleniem charakterystyki gestosciowej materia-
tu surowego nazywang takze krzywa gestosci (Budryk 1949)
(Stepinski 1964), zwykle pomijang w zestawieniu charaktery-
styk nadawy. W tej pozycji literatury zamiast gesto$ci uzywa sie
réwnowaznego pojecie ciezaru wlasciwego.

=
b= a, dlai=1.n

J=1

(15)

Rozklad brzegowy gestosci warstw

Element b, wektora wierszowego B jest sumg elementéw
a; w poszczegdlnych kolumnach macierzy A. Jest to element
rozkladu brzegowego okreslajacego wzgledna zawartosci cza-
stek wzbogacanego materialu w poszczegélnych warstwach
odniesiong do masy wszystkich czastek nadawy. Inaczej jest to
udzial masy czastek zgromadzonych w jednej warstwie w calo-
$ci nadawy. Ten wektor jest wigc charakterystyka warstwowa
foza osadzarki. Wielkos¢ ta nie jest stosowana w teorii wzboga-
cania grawitacyjnego.

Gestos¢ brzegowa ciaglego rozkladu warstw podaje praw-
dopodobienstwo znalezienia czastek tworzacych warstwe o ge-
stodci z zakresu p , p +dp, w calosci rozwarstwionego materia-
tu. Dystrybuanta tego rozkladu okreéla prawdopodobienstwo
znalezienia wszystkich czastek tworzacych warstwy o gestosci
mniejszej od wybranej gestosci p w calosci rozwarstwionego
materiatu.
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bj:;aﬁ dlaj=1.n (16)
Jednowymiarowe warunkowe rozklady mas czastek o gesto-
$ci p, w warstwach o gestosci p ; dla stalej gestosci czastki

Przedstawiona macierz A pozwala na utworzenie z niej
macierzy C skladajacej si¢ z n wektoréw wierszowych, z kto-
rych kazdy jest jednowymiarowym rozkladem prawdopodo-
bienstwa trafienia do wybranej warstwy czastek tylko o jednej
gestosci. Sa to rozklady warunkowe, wynikajace z ogdlnej de-
finicji mozliwych rozkladéw warunkowych rozkladu dwuwy-
miarowej zmiennej losowej (Goldberger 1960). Warunkiem dla
tych rozkladéw jest uprzednie wybranie gesto$¢ czastki rownej
gestosci p, i-tej frakcji gestosciowej materiatu surowego. Ele-
menty kazdego wiersza s punktami funkeji gestosci prawdo-
podobienstwa rozkladu, podajacej prawdopodobienstwo tra-
fienia do j-tej warstwy o gestosci p, . tylko czastek i-tej frakcji
gestosciowej nadawy o gestosci p . W interpretacji fizycznej jest
to wzgledna zawarto$¢ czastek i-tej klasy gesto$ciowej nadawy
w j-tej warstwie odniesiona do masy wszystkich czastek i-tej
klasy gestosciowej w nadawie. Wektory kolumnowe tej macie-
rzy nie maja prostej interpretacji zwigzanej z pojeciami uzywa-
nymi w teorii wzbogacania grawitacyjnego.

¢ = "a" :2—" dlai=1.n (17)

Macierz dystrybuant rozkladéw warunkowych

Elementy dij macierzy D powstaja ze zsumowania elemen-
tow cij od pierwszego do j-tego kazdego wiersza macierzy C
.W ten sposob wiersze di sa utworzone z elementéw dystry-
buant jednowymiarowych rozkladéw warunkowych zawarto-
$ci czastek i-tej frakcji gestosciowej nadawy w j-tej warstwie.
W interpretacji fizycznej jest to wzgledna zawarto$¢ sumy cza-
stek i-tej klasy gestosciowej nadawy w warstwach od 1 do j-tej
odniesiona do masy wszystkich czastek tej klasy gestosciowej
zawartych w warstwach od 1 do n-tej, czyli we wszystkich war-
stwach. Elementy d, j-tego wektora kolumnowego tej macierzy
sg wigc punktami rzednej krzywej rozdziatu dla produktu lek-
kiego, jezeli podzial rozwarstwionego materialu na dwa pro-
dukty zostanie tak dokonany, ze granicznag warstwa podziatu
zaliczang w calosci do produktu lekkiego jest j-ta warstwa. Ma-
cierz ta moze by¢ nazwana macierzg liczb rozdzialu dla pro-
duktu lekkiego.

Cechg charakterystyczng elementéw macierzy D (takze
i macierzy C) jest ich wzglednie mata zalezno$¢ od charaktery-
styki gestosciowej nadawy (wektor U), z ktorej to cechy wynika,
ze wlasnie ta macierz najpelniej pokazuje zalezno$¢ rozktadu
czastek w fozu osadzarki tylko od ich rozpraszania w procesie

osadzania.
j .

d, :qu dlai=l..n (18)
j=1

Rys. 5 (prawy) przestawia wykres powierzchni jaka tworza
dystrybuanty wszystkich mozliwych rozkladéw warunkowych
trafienia czastek o gestosci i-tej frakeji do j-tej warstwy (réwno-
cze$nie sg to wykresy wszystkich mozliwych krzywych rozdzia-
tu dla produktu lekkiego) dla braku ograniczen gestosci warstw.
Rys. 5 (lewy) przedstawia ten sam wykres przy z gory ustalonej
i niezmiennej gesto$ci warstw.

Rys. 6 przestawia wybrane krzywe rozdziatu dla produktu
lekkiego i dla warunkéw wzbogacania podanych dla rys. 5 od-
powiednio przy istnieniu mozliwoséci zmiany gesto$ci warstw
i przy braku tej mozliwoéci.

Macierz dystrybuanty dwuwymiarowej

Rozklad dwuwymiarowy dany macierza A ma takze dys-
trybuant¢ dwuwymiarowa przedstawiong macierza E, kto-
rej element e, podaje prawdopodobienstwo trafienia czgstek
frakeji od pierwszej do i-tej do warstw od pierwszej do j-tej.
W interpretacji fizycznej jest to wzgledna zawarto$¢ czastek od
1 do i-tej frakeji gestosciowej nadawy w warstwach od 1 do j-tej
odniesiona do masy wszystkich czastek nadawy. Elementy tej
macierzy pozwalajg w prosty sposob obliczy¢ wychody produk-
t6w wzbogacania i w powigzaniu z macierzg p; takze ich jakos¢
wyrazong zawartoscig popiotu. Dla rozkladu ciaglego dystry-
buanta tego rozkladu podaje prawdopodobienstwo znalezienia
czgstki o gestosci mniejszej od p, w warstwach o gestosci mniej-
szej od p , lub inaczej wszystkich czastek lzejszych od przyje-
tej gestosci p_ we wszystkich warstwach o gestosci nizszej niz
przyjeta gesto$¢ warstwy p, odniesionych do masy wszystkich
czastek wzbogacanego materiatu.

i J
e;=y.>a; 19)
i=1 j=1

Macierz F jak i wszystkie nastgpnie wyjasniane macierze
nie maja odpowiednikéw w teorii wzbogacania grawitacyjnego.

Jednowymiarowe warunkowe rozklady mas czastek o gesto-
$ci p, w warstwach o gestosci p  dla stalej gestosci warstwy

Przedstawiona juz macierz A pozwala takze na utworzenie
macierzy F sktadajacej si¢ z n jednowymiarowych wektorow
kolumnowych, z ktérych kazdy jest jednowymiarowym rozkta-
dem prawdopodobienstwa trafienia czastek o roznej gestosci do
wybranej warstwy. Sg to takze rozklady warunkowe, wynikajace
z drugiej mozliwo$ci utworzenia rozkladéow warunkowych na
podstawie ogdlnej definicji mozliwych rozkladéw warunko-
wych rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej (Goldberger
1960).

Element f; macierzy F, podaje prawdopodobienstwo trafie-
nia i-tej czastki do j-tej warstwy pod warunkiem, ze uprzednio
wybrana zostala j-ta warstwa. W interpretacji fizycznej jest to
wzgledna zawarto$¢ masy czastek i-tej klasy gestosciowej nada-
wy w j-tej warstwie odniesiona do masy czastek nadawy two-
rzacych j-ta warstwe. W tym przypadku prostej interpretacji
zwigzanej z pojeciami mozliwymi do utworzenia na potrzeby
analizy loza osadzarki nie majg wektory wierszowe tej macierzy.

o b (20)

Elementy g, macierzy G, podajg prawdopodobienstwo zna-
lezienia w j-tej warstwie czastek frakcji gestosciowych nadawy
od pierwszej do i-tej frakcji. Kolumny macierzy G, s3 utwo-
rzone z rzednych dystrybuant jednowymiarowych rozktadow
warunkowych zawartosci czastek od pierwszej do i-tej frakeji
gestosciowej nadawy w j-tej warstwie. W interpretacji fizycznej
jest to wzgledna zawarto$¢ sumy czastek od 1 do i-tej frakeji ge-
sto$ciowej nadawy w j-tej warstwie odniesiona do masy wszyst-
kich czastek tworzacych t¢ warstwe. Mozna uwaza¢, ze kazdy
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wektor kolumnowy tej macierzy jest charakterystyka wzgled-
nej zawartosci frakcji okreslonej numerem i o gestodci p , oraz
wszystkich od niej 1zejszych w kazdej warstwie odniesionej do
masy wszystkich czastek tej warstwy. Macierz G nie ma prak-
tycznego zastosowania w obliczeniach prowadzonych w mo-
delu. Podano jednak jej wyjasnienie, poniewaz wynika ona
z teorii prawdopodobienstwa, a ponadto jej elementy posiadaja
interpretacje fizyczng majaca znaczenie dla zrozumienia mo-
delu utworzonego bez oparcia w szczegélach zjawisk procesu
osadzania. Takg interpretacja moze by¢ sktad frakcyjny nada-
wy i produktéw wzbogacania do niedawna szeroko stosowany
w ocenie procesu przerdbki wegla w osadzarkach.

Dla wszystkich powyzszych macierzy wielkoscia przyjeta
do oceny prawdopodobienstwa jest odpowiednia czg$¢ jed-
nostkowej masy czastek.

g =2f,~,- (21)

Rozklady objetosci frakeji gestosciowych i warstw

Element h; macierzy H okresla objetos¢ zajmowang w fozu
przez czastki i-tej frakeji gesto$ciowej nadawy znajdujace sig
W j-tej warstwie. Jest to macierz pomocnicza stuzaca do oblicze-
nia gestosci poszczegdlnych warstw jak i zajmowanych przez
nie objetosci oraz ich polozenia w pionowym przekroju toza.
Jezeli elementy hij tej macierzy podzieli¢ przez sume¢ wszyst-
kich wartosci tych elementéw to tak powstala macierz utworzy
dwuwymiarowy rozklad objetosci czastek o gestosci p, w war-
stwach o gestodci p,, dla ktérej mozna utworzy¢ analogiczne
rozktady warunkowe jak dla macierzy A, co umozliwia szcze-
gotowa analize rozkladow objetosciowych. Poniewaz w prze-
rébce wegla taka analiza jest stosowana bardzo rzadko (Woola-
cott 2015), wigc tylko sygnalizuje si¢ istnienie takiej mozliwosci
bez jej dalszego rozwinigcia.

Elementy h; macierzy H sg obliczane z zaleznosci:

h =1 (22)
Pi

Rozklady mas popiotu w warstwach loza osadzarki

Element p, macierzy P okrela mas¢ popiotu zawarty
w czastkach i-tej frakcji gestosciowej znajdujacej si¢ w j-tej
warstwie. Jest to macierz pomocnicza stuzaca do obliczenia
zawarto$ci popiotu w produktach wzbogacania, gdy dokona-
ny jest podzial rozwarstwionego materialu na wysokosci j-tej
warstwy, wykonany tak, ze cala j-ta warstwa zostanie zaliczo-
na do produktu lekkiego (gdérnego). Obliczenia zawarto$ci
popiotu w poszczegdlnych klasach gestoéciowych produktow
wzbogacania wykonywane sg takze na podstawie tej macierzy.
Jezeli elementy p, tej macierzy podzieli¢ przez sume wszystkich
warto$ci tych elementdw to tak powstala macierz utworzy dwu-
wymiarowy rozktad zawartosci popiotu w czastkach o gestosci
p;iw warstwach o gestodci p,, dla ktdrej mozna utworzy¢ analo-
giczne rozklady warunkowe jak dla macierzy A, co pozwala na
szczegdlowa analize rozkladéw popiotu. Tego rodzaju analiza
takze nie jest stosowana w przerdbce wegla.

Rys. 7 podaje obliczony rozklad objetosci czastek w po-
szczegblnych warstwach i rozklad masy popiolu w tych war-
stwach. Oba rysunki podajg stan tych rozkladow, gdy poszcze-
golne warstwy moga zmienia¢ swoje gestosci.

Z wstepnej analizy tego zagadnienia okazuje si¢, Ze rozkla-
dy warunkowe mas dla stalej gestosci czastki, rozklady warun-
kowe objetosci i rozklady warunkowe zawartoéci popiotu sa
jednakowe, co powoduje, ze takze wszystkie krzywe rozdzialu
dla tych wielkosci musza by¢ jednakowe. Sytuacja ta wynika
z utworzenia elementéw tych macierzy przez pomnozenie ele-
mentéw macierzy A przez staly dla kazdego wiersza czynnik.
Powoduje to, ze rozklady warunkowe dla stalej gestosci czastki
dla rozktadu mas (macierz A), rozkladu objetosci (macierz H),
rozktadu popiotu (macierz P) sg identyczne. Dlatego krzywe
rozdziatu wynikajace z tych rozktadéw muszg by¢ jednakowe.
Uwaga ta zostala podana, poniewaz przedstawione dwuwymia-
rowe rozklady tych zmiennych sklaniaja raczej do przyjecia ist-
nienia réznych krzywych rozdziatu dla tych zmiennych.

Elementy pij macierzy P sg obliczane z zalezno$ci:

p,=al (23)

Wektory wyjsciowe modelu

Podane nizej wektory przyjeto jako wyjsciowe poniewaz
zawierajg wyniki obliczen, ktérych uzyskanie bylo zasadniczym
celem konstruowania tego modelu. Dla innych zastosowan
mozna przyjaé¢ wektory wyjsciowe dowolny zestaw wektorow
istniejacych w modelu.

Na tym etapie prezentacji wielko$ci wyjsciowych modelu
pominiete zostang wielkosci skalarne charakteryzujace wyniki
wzbogacanie takie jak wychody i zawarto$¢ popiotu w produk-
tach wzbogacania, straty frakcji weglowych w odpadach, zanie-
czyszczenie koncentratu frakcjami odpadowymi oraz inne tego
rodzaju wskazniki uzywane w przerébce wegla.

Element w, = wektora wierszowego W, okresla $rednig
wzgledna wysokos$¢ nieruchomej warstwy czyli warstwy jaka
powstanie w osadzarce wsadowej (tj. w osadzarce bez ciagle-
go poziomego przeptywu wzbogacanego materialu) o nu-
merze j wyrazong w procentach catej wysokosci wszystkich

i=1

warstw.
100ih,/
w,, == dlaj=1..n
»Y (24)
j=1 i=

Element w, wektora wierszowego W, okredla $rednig
wzgledna wysoko$¢ ruchomej warstwy o numerze j wyrazong
w procentach calej wysokosci wszystkich ruchomych warstw.

D0 dlaj=1.n
v, S, (25)
j=1

i o

Element y ; wektora wierszowego Y, okresla skumulowang
wzgledna wysoko$¢ nieruchomej j-tej warstwy liczong od sita
w gore wyrazong w procentach calej wysokosci wszystkich
warstw.

j=n
Yy = ZWUJ dlaj=1..n (26)
J

Rys. 8 pokazuje obliczone wysokoéci poszczegdlnych
warstw i polozenie ich $rodkéw w przekroju wysokosci loza
osadzarki, gdy w obliczeniach warstwy moga zmienia¢ gesto-
$ci. Krzywa oznaczona 1 odnosi si¢ do warstw nieruchomych,
a krzywa 2 do warstw poruszajacych si¢ poziomo z réznymi
predko$ciami wedlug zaleznosci danej wzorem (2).

194

Inzynieria Mineralna — Styczei — Czerwiec 2020 January - June — Journal of the Polish Mineral Engineering Society



Element y, wektora wierszowego Y, okresla skumulowa-
na wzgledna wysoko$¢ ruchomej j-tej warstwy liczona od sita
w gore wyrazong w procentach calej wysokosci wszystkich
warstw.

J=n

yﬁzwq
7

dlaj=1..n (27)

Element z wektora wierszowego Z  okredla potozenie
$rodka nieruchome;j j-tej warstwy

dlaj=1.n (28)

Element z, wektora wierszowego Z, okrela potozenie $rod-
ka ruchomej j-tej warstwy

W
— V/
W= + 2wy
J+l

dlaj=1..n (29)

Element A wektora rozktadu zawartosci popiotu Aw po-
daje warto$¢ $redniej zawartoéci popiolu w materiale zgroma-
dzonym w j-tej warstwie

2
4, =2 dlaj=1.n

v 30
;% (30)

Element \_ . wektora rozkladu $redniej zawartosci popio-
tu w lekkich warstwach A, podaje $rednig zawarto$¢ popiotu
w warstwach od pierwszej do j-tej w kazdym etapie obliczen.
Ta warto$¢ ulatwia wybor wlasciwej gestoéci podzialu rozwar-
stwionego materiatu dla uzyskania pozadanej zawartoéci po-
piotu w koncentracie weglowym lub w pétprodukcie.

_ii“u Zi% G

Wielkosciami wyjsciowymi modelu sg takze wektory ko-
lumnowe macierzy D, ktére w zestawieniu z elementami wek-
tora wejsciowego R_podajg wspdtrzedne punktow wszystkich
mozliwych krzywych rozdzialu dla dyskretnego podziatu loza
na warstwy oraz juz wczeéniej opisany wektor rozktadu brzego-
wego warstw B opisujacy rozktad mas w warstwach.

Opis iteracyjnych obliczenn w modelu

Jezeli w modelu wykonanym wedlug przedstawionych za-
leznosci przyja¢ jako stan poczatkowy rozkladu srednich gesto-
$ci czastek zgromadzonych w poszczegdlnych warstwach czyli
stan rozktadu gesto$ci warstw identyczny jak rozktad frakeji
gestosciowych wzbogacanego materiatu (R = R ") to okazuje
sie, ze ten stan jest rowny stanowi obliczonemu przez model
tylko wtedy, gdy przyjmiemy zerowe rozproszenie czastek (S =
0). Jest to stan przedstawiajacy wynik idealnego wzbogacania.
Jednoczesnie jest to koncowy stan rozktadu gestosci warstw dla
innych znanych modeli. W kazdym innym przypadku obliczo-
na $rednia gesto$¢ czastek w poszczegdlnych warstwach bedzie
rézna od przyjetego stanu poczatkowego. Jezeli przyjaé ten ob-
liczony stan jako nowy stan poczatkowy i ponownie wykonaé
obliczenie to okazuje si¢ ze istniejace réznice gestosci warstw
zmniejszajg si¢. Postepujac wielokrotnie w ten sposob nozna
doj$¢ do stanu roznic poszczegolnych gestosci bliskich zeru
lub zwiekszania si¢ tych réznic. Mozliwa jest tez sytuacja, gdy
gestos¢ jednej z warstw gromadzacych znikomo matg ilo§¢ ma-

terialu w wyniku odejmowania bardzo malych liczb przyjmie
ujemng warto$¢. Pojawienie si¢ w obliczeniach jednej z trzech
przedstawionych mozliwosci jest przyjete jako zakonczenie
iteracyjnych obliczen. Matematycznym kryterium zakoncze-
nia obliczen jest przyjecie przez wyrazenie K, wartosci bliskiej
zeru lub jego wzrostu w 3 kolejnych krokach, o ile weze$niej nie
pojawi sie warstwa o ujemnej gestosci.

J=n

K= Zl M (P = Pyun)’ (32)
=

gdzie p, oznacza gestos¢ j-tej warstwy w k-tym kroku obliczen

iteracyjnych, a m, jest masg czastek j-tej warstwy w k-tym

kroku.

Przyjmuje si¢, Ze dopiero kolejny wzrost K, w trzecim kro-
ku jest istotny, poniewaz w tym modelu zdarzaja sie sytuacje,
ze nastepuja dwa niewielkie wzrosty warto$ci tego wyrazenia,
w kolejnych krokach, po ktorych nastepuje znaczacy spadek
jego wartodci. Wspélezynnik wagi m, réwny masie materiatu
zgromadzonej w j-tej warstwie w k-tym kroku zostal przyjety,
aby zminimalizowa¢ wptyw na wynik obliczen warstw groma-
dzacych znikome ilo$ci materiatu i jednoczes$nie stanowigcych
ilosciowo zdecydowang wigkszo$¢ powstatych warstw.

Gestos¢ podzialu i zwigzek tego pojecia z gesto$cia rozdzialu

Dla dalszych rozwazan przyjmuje si¢, ze rozdzielenie
rozwarstwionego materialu na dwa produkty nie wplywa na
uprzednio dokonane rozwarstwienie, a niedoskonalos¢ tej cze-
$ci procesu osadzania objawia si¢ tylko zmiana gesto$¢ podzia-
tu na te produkty zmieniajaca minimalnie nachylenia krzywej
rozdzialu i w znacznie wigkszym stopniu gesto$¢ rozdziatu.
W tym miejscu konieczne jest wyjasnienie pojecia gestosci po-
dzialu i jego zwiazku z gestoécig rozdziatu. Gesto$¢ rozdziatu
jest gestoscig frakeji gestosciowej wzbogacanego materiatu,
ktéra po polowie podzieli si¢ migdzy produkt lekki i ciezki, jest
wigc wielko$cig zwigzang z gestoécia czastek. Gestos¢ podziatu
jest zdefiniowana jako maksymalna gesto$¢ zakresu gestosci tej
warstwy, ktora w caloéci przez urzadzenie rozdzielajace roz-
warstwiony material zostanie skierowana do produktu lekkiego
ijednocze$nie nie trafi do niego zadna czg$¢ nastepnej warstwy,
a taka operacja jest teoretycznie mozliwa. Tak okreslona gestos¢
podzialu jest pojeciem istniejacym tylko dla dyskretnego po-
dzialu materialu na warstwy i zmienia swdj sens dla ciaglego
rozktadu gestosci warstw. Dla rozkladu ciagtego istnieja tylko
nieskonczenie cienkie warstwy okreslone tylko jedna gesto-
$cig, co powoduje, ze gesto$¢ podziatu jest tozsama z gestoscia
rozdziatu. Kazda warstwa materiatu wzbogacanego nieidealnie
gromadzi pewng ilo§¢ materiatu o $redniej gestosci charakte-
ryzujacej te warstwe. Gdy masa czastek zgromadzonych w tej
warstwie jest mata blad urzadzenia rozdzielajacego nie ma
istotnego znaczenia dla dokonanego podziatu, lecz istnieje wte-
dy powazny problem z detekcja potozenia tej warstwy, ponie-
waz sgsiednie warstwy moga mie¢ prawie taka sama gestosc.
Dla warstw gromadzacych wzglednie duze ilosci wzbogacanego
materiatu roznice gestosci sasiednich warstw sa wystarczajaco
duze, aby w miare precyzyjnie ustali¢ polozenie granicy tych
warstw. Jednak w tym przypadku urzadzenie rozdzielajace za-
wsze majace charakter regulatora nie jest w stanie precyzyjnie
w calosci skierowac tej warstwy do produktu lekkiego. Wynika
to z koniecznosci istnienia dynamicznej réwnowagi strumienia
materiatu tworzacego dang warstwe w lozu osadzarki i strumie-
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nia materiatu tej warstwy opuszczajacego przedzial osadzarki,
determinowanego gtéwnie aktualnym otwarciem wypustu pro-
duktu cigzkiego. Ta dynamiczna réwnowaga jest utrzymywana
przez regulator w stanie nieustalonym tylko w przyblizeniu,
a jakos¢ tego przyblizenia jest $cisle zwigzana z dobrocig ukta-
du regulacji. Wskaznik ten okreslajacy dzialanie uktadu regu-
lacji jest $cisle zdefiniowany dla konkretnych zaklocen odzia-
tywujacy na uklad. W praktyce wzbogacania mamy jednak do
czynienia z bardzo wysokim poziomem zaktdcen o charakterze
zblizonym do szumu bialego (Zapata 1988), co powoduje, ze
osiggalna technicznie dobro¢ ukladu regulacji jest dalece nie-
wystarczajaca do skierowania calej warstwy do produktu lekkie-
go. Mamy zatem sytuacje, w ktorej stosunkowo wysoka warstwa
gromadzaca znaczng mase¢ czastek jest dzielona przypadkowo
na dwie czegéci, co objawia sie fluktuacja gestosci rozdziatu przy
formalnie niezmiennej gestoéci podziatu dla rozktadu dyskret-
nego. Jednak rzeczywista gesto$¢ podzialu w tym przypadku
jest zmienna, lecz nie mozna jej dokladnie obliczy¢ z powodu
znajomosci tylko zakresu gestosci przypisywanych tej dyskret-
nej warstwie. W tym miejscu pojawia si¢ rozbiezno$¢ z przed-
stawieniem tego zagadnienia w literaturze (Zapala1988), gdzie
gestosci podziatu i rozdzialu nie sg rozrézniane oraz przyjmuje
sie istnienie mozliwosci dokladnego podziatu rozwarstwionego
materiatu lub nie zauwaza si¢ tego zagadnienia wérdéd przyczyn
istnienia fluktuacji gestosci rozdziatu (Cierpisz 2012). Problem
ten ujawnia kolejne zagadnienie do rozwigzania polegajace
na okredleniu zmiennych procesu wzbogacania w osadzarce
odpowiadajacych za mozliwo$¢ takiego sterowania gestoscia
podzialu, aby otrzyma¢ pozadana gestos¢ rozdzialu w sytuacji,
gdy istnieje wyrazna interakcja migdzy rozproszeniem czastek
i mozliwoscig podziatu toza osadzarki na dwa produkty. Od-
dzielnym problemem jest jak te gestosci mozna wyznaczy¢ em-
pirycznie w praktyce wzbogacania.

Poréwnanie w innymi modelami

Ideowo najblizszym juz istniejacym modelem jest model
Zapaly (Zapata 1988, 1994) oparty na rozwigzaniu réwnania
Ricattiego wynikajacego z opisu dynamiki ruchu pojedynczej
czastki, gdy zostanie przyjety opdr dla ruchu czastki jako zalez-
ny od kwadratu predkosci ruchu tej czastki wzgledem warstw
foza. Jego zwiazek z przedstawianym modelem jest szczegdl-
nie widoczny, gdy poprzesta¢ na obliczeniu rozkladu czastek
w warstwach loza dla liniowej skali gestosci czastek we wszyst-
kich warstwach i symetrycznym polozeniu $redniej gestosci
warstwy wzgledem skrajnych gestosci. Odpowiada to dziala-
niu nie pozwalajacym na tworzenie si¢ gesto$ciowo znacznie
zroznicowanych warstw przez pominigcie wszystkich dalszych
krokoéw iteracji oprocz kroku pierwszego. Model Zapaly jest
modelem cigglym znacznie wezszym obliczeniowo, gdyz po-
przestaje on na obliczeniu krzywych rozdziatu i rozproszenia
poszczegdlnych czastek w warstwach oraz model ten nie do-
puszcza zmian gestosci warstw. Jest to skutek przyjecia zaloze-
nia o stalej gestoéci cieczy cigzkiej modelujacej gestos¢ warstwy.
Tymczasem jezeli do tej warstwy trafi cho¢ jedna czastka o ge-
stoéci réznej od gestosci cieczy modelujacej gestos¢ tej warstwy
to gesto$¢ tej cieczy musi ulec zmianie, a ta zmiana jest juz
w zalozeniach pominieta.

Innym znanym modelem rozkladu gestosci czastek w war-
stwach loza osadzarki jest model Kinga (Cierpisz 2012),
ktorego eksperymentalne sprawdzenie zawarte jest w pracy

(Woolacott.. 2015). Podobny wczesniejszy historycznie model
nazywany modelem "osadzanie-powrotne mieszanie" (sedi-
mentation/back-mixing) opisany jest w pracy (Jonkers..1998).
Obydwa te modele obliczaja objetosciowa koncentracje czastek
w warstwach foza i dlatego sa poréwnywalne z przedstawia-
nym modelem, w ktérym ta wielkos¢ jest mozliwa do oblicze-
nia. W obu tych modelach jest zastosowane w ich teoretycz-
nym opisie zjawisko nie dajace zauwazalnych zmian w procesie
osadzania, to jest zjawisko dyfuzji czastek wzbogacanego ma-
terialu majacego wyjasnia¢ stan nieidealnego rozwarstwienia
materialu w tozu osadzarki. Autor niniejszej pracy wykonat
prosty eksperyment potwierdzajacy, ze zjawisko dyfuzji nie ma
istotnego wplywu na formowanie si¢ toza osadzarki. W labora-
toryjnym przyrzadzie zwanym aparatem Henriego (Stepinski
1964), ktorego $cianki sg szklane umieszczono kolejno od dotu
trzy warstwy materialtu to jest marmuru, cegly i czystego wegla
o gesto$ciach odpowiednio 2,7, 2,1 i 1,3 (wymiar ziaren 5-8
mm) i poddano procesowi osadzania. Gdyby zjawisko dyfuzji
istnialo na granicach poszczegdlnych warstw powinny pojawi¢
sie po pewnym czasie wzglednie niskie warstwy pomieszanych
czastek to jest wegla i cegly oraz cegly i marmuru, tak jak to ma
miejsce w procesie rozwarstwiania wymieszanego materiatu.
Tymczasem w calym zakresie rozluzowania materialu spoty-
kanym w procesie osadzania nie zaobserwowano pojawienia
sie tych warstw. Zjawisko to wystapito dopiero, gdy predkosé
wody przeplywajacej przez rozwarstwiony idealnie material
w fazie ruchu wody w gore stala si¢ tak duza, ze spowodowata
catkowicie burzliwy ruch wszystkich czastek foza, W praktyce
taka sytuacja spotykana jest tylko w warunkach nieprawidlo-
wego dzialania osadzarki np. silnej pulsacji wody i braku w tozu
odpowiednio wysokiej warstwy materialu w wyniku chwilowe-
go podawania do maszyny zbyt malej ilosci nadawy lub zbyt
wysokiego ci$nienia powietrza oraz przy wystepowaniu obu
tych przyczyn réwnocze$nie. Mozna zauwazy¢, ze dla obu po-
réwnywanych modeli prowadzi si¢ obliczenia i ich ekspery-
mentalne potwierdzenie tylko przy malej ilosci rozdzielonych
warstw (4-6) i bardzo wysokiej sprawno$ci wzbogacania. Osza-
cowane z danych eksperymentu rozproszenie Ep wynoszace
okolo 0,025 jest co najmniej trzy razy mniejsze od osigganego
przez najlepiej pracujace osadzarki. To nie pozwala na ekspe-
rymentalne zauwazenie zjawisk wynikajacych z przedstawiane-
go w tej pracy modelu, co prowadzi do przekonania, ze oba
poréwnywane modele maja eksperymentalne potwierdzenie
w catym zakresie rozproszen istniejacych w procesie osadzania.

Przedstawiany model nie moze by¢ bezposrednio poréw-
nany z modelami klasy DEM ze wzgledu na calkowicie rézne
zmienne istniejace w tych modelach. Zmienne te majace fizycz-
ny charakter nie maja bezpo$redniego przetozenia na zmienne
uzywane w prezentowanym modelu z powodéw przedstawio-
nych w zalozeniach modelu (Glowiak 2019). Z tych samych
powodéw nie mozna prezentowanego modelu pordwnaé
z modelami opracowanymi w bylym ZSRR, Japonii, Chinach
i na Ukrainie (Samylin 1976, Jinnouchi 1978, Chen Ji 1994,
Branspiz 1994) skoncentrowanych gtéwnie na dynamice ruchu
wody w osadzarce z uwzglednieniem wplywu na ten ruch cza-
stek wzbogacanego materiatu.

Uwagi koncowe
Przedstawiony model pozwala takze na obliczenie wszyst-
kich wielko$ci skalarnych uzywanych w przerébce wegla, a po-
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minietych w przedstawianiu wielko$ci modelu. S to wychody
produktéw i ich parametry jakosciowe, sktad nadawy i produk-
tow wzbogacania dla przyjetych gestosci granicznych poszcze-
golnych frakeji gestosciowych na jakie dzieli si¢ nadawe i pro-
dukty oraz wszystkie wskazniki oceny procesu wzbogacania
uzywane w przerobce wegla.

Wielkosci obliczane przez model moga by¢ wykorzystane
do sporzadzenia krzywych wzbogacalnosci (wynik obliczen dla
E, = 0) i krzywych wzbogacania (wynik obliczen dla E_# 0).
Model pozwala na obliczenie rzeczywistych gestosci, wycho-
dow i zawarto$ci popiotu w poszczegdlnych warstwach, ktore
moga by¢ uwazane jako elementarne frakcje gestosciowe inne-
go materialu surowego wzbogacanego idealnie (E = 0) o zna-
nej ich masie i zawarto$ci popiotu. Stwierdzenie to wynika ze
spostrzezenia, ze wzbogacanie nieidealne moze by¢ uwazane
jako réwnowazne idealnemu wzbogacaniu materialu o innej
charakterystyce. Mozna to udowodni¢ jak ponizej. Kazda war-
stwa wzbogaconego nieidealnie materiatu surowego ma swoja
gesto$¢é, mase i zawarto$¢ popiotu. Jezeli wziaé frakcje gesto-
$ciowq innego materialu surowego o dokladnie takiej gestosci,
udziale w nadawie dajaca t¢ samg mase o takiej samej zawarto-
$ci popiotu jak w warstwie nieidealnie wzbogaconego materiatu
surowego i wzbogaci¢ jg idealnie to otrzymamy taki sam wynik,
jak dla wzbogacania nieidealnego. Stanie si¢ tak dlatego, ponie-
waz caly ten inny material surowy znajdzie si¢ w tylko w jednej
warstwie, ktorej parametry beda dokladnie takie same jak dla
warstwy powstatej w wyniku wzbogacania rzeczywistego. To
samo rozumowanie mozna powtorzy¢ dla kazdej rzeczywistej
warstwy z takim samym wynikiem, co konczy dowod. Ilo§é
frakeji gesto$ciowych tego innego materiatu jest zawsze réwna
ilosci rozréznialnych gestosciowo warstw materialu wzbogaco-
nego w rzeczywistych (nieidealnych) warunkach.

Korzystajac z faktu, ze produkt lekki pierwszego przedziatu
typowej osadzarki jest nadawa dla przedzialu drugiego moz-
na powielajac obliczenia dla przedziatu pierwszego utworzy¢
model osadzarki n-przedzialowej. Taki model utworzono dla
osadzarki 2-przedzialowej, aby mozna bylo przeprowadza¢ ob-
liczenia dla czesto spotykanego tréjproduktowego wzbogacania
wegla. Prezentowany model jest modelem probabilistycznym,
w ktérego zalozeniach nie istnieja poszczegoélne zjawiska fizycz-
ne tworzace proces osadzania. Jedynym zalozeniem majacym
fizyczny charakter jest przyjecie, ze prawdopodobienstwo tra-
fienia czastki do danej warstwy jest funkcja réznicy gestosci
warstwy i gestosci czastki. Zalozenie to okazuje si¢ wystarcza-
jace, aby wykaza¢, ze wiele poje¢ z rachunku prawdopodobien-
stwa zwigzanych z tym modelem ma prosta fizyczng interpreta-
cje z zakresu teorii wzbogacania grawitacyjnego.

Wszystkie przedstawione na wykresach wyniki obliczen
wykonanych w modelu pochodzg z wersji modelu dla macierzy
o wymiarach 32x32 elementy.

Whioski
1.  Przedstawiony model wskazuje na istnienie niezauwa-
zonych do tej pory w badaniach eksperymentalnych
zjawisk w procesie osadzania oraz takze nie wynikaja-
cych ze znanych innych modeli tego procesu.
2. Obraz wzbogacania w osadzarce wynikajacy z prezen-
towanego modelu jest znaczgco rozny od spojrzenia na

10.

ten proces wynikajacy z aktualnie obowigzujacej teorii.
Najbardziej widoczng réznica jest bardzo mata ilos¢
rozrdznialnych gestosciowo warstw toza osadzarki dla
przecietnych rozproszen osiaganych w tym procesie.
Wyraznie widoczng przyczyna innego od znanych
rozktadéw gestosci i mas poszczegdlnych warstw
w tozu osadzarki jest brak ograniczen dla gestosci
tworzacych sie warstw pominiety w innych modelach.
Opisany model toza osadzarki potwierdza spostrze-
zenie (Zapala 1988), ze krzywa rozdzialu nie jest
calkowa transformata krzywej rozproszenia. Istnieje
jednak zwigzek migdzy krzywa rozproszenia i krzywa
rozdziatu i jest on taki, ze krzywa rozdziatu jest zbio-
rem punktéw roznych dystrybuant rozkladéw warun-
kowych opisujacych prawdopodobienstwo trafienia
czgstki o gestosci p_ do warstwy o gestosci p, pod wa-
runkiem, uprzedniego wybrania gestos¢ czastki wyno-
szacej p_ i ustalenia gestos¢ warstwy dzielacej rozwar-
stwiony materiat na dwa produkty.

Obserwowane w praktyce odksztalcenia krzywej
rozdzialu od dystrybuanty rozkladu normalnego
s3 wyjasniane przez prezentowany model, jednak
model takze pokazuje, ze calkowite wyjasnienie
przyczyny tego odksztalcenia jest mozliwe tylko
przy pelnej empirycznej znajomosci przynajmniej
niektérych rozktadéw rozpraszania czastek o stalej
gestosci w réznych warstwach.

Krzywe rozdziatu obliczane w modelu tak znaczaco
rézne od krzywych stosowanych w aktualnych pro-
cedurach obliczeniowych prognozowania wynikow
wzbogacania sugeruja koniecznos¢ poddanie tych
procedur istotnym korektom.

Poréwnanie empirycznych skltadow gestosciowych
nadawy i produktéw wzbogacania oraz skladéw obli-
czonych ze stosowanych modeli krzywych rozdziatu
i z prezentowanego modelu rozktadu wskazuje na
znacznie lepsza zbiezno$¢ obliczen w modelu z dany-
mi empirycznymi niz otrzymane ze znanych modeli.
To poréwnanie ze wzgledu na objeto$¢ zebranego
materiatu jak i wazno$¢ empirycznego potwierdze-
nia modelu bedzie przedmiotem oddzielnego opra-
cowania.

Dokladno$¢ prezentowanego modelu jest zalezna od
doktadnosci wyznaczenia charakterystyki gestosciowej
wzbogacanego materialu, co ujawnia istotng stabos¢
teorii grawitacyjnego wzbogacania w praktyce jej stoso-
wania. Ta wada polega na braku tych danych dla gestosci
wyzszych od 2,0 spowodowang niedostepnoscia tanich
i bezpiecznych cieczy ciezkich o takich gestoéciach.
Stabg strong modelu jest koniecznos$¢ znajomosci roz-
kiadu predkosci czastek w tozu osadzarki. Zjawisko to
do tej pory jest niedostatecznie zbadane, co skutku-
je ograniczeniem stosowanie modelu dla warunkow
przemystowych.

Istotng zaleta modelu jest pokazanie istnienia za-
leznoéci miedzy dokladnoscig stratyfikacji czastek
w lozu osadzarki i mozliwoscia podziatu warstw na
dwa produkty.
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Probabilistic Model of Discrete Distribution of Layer Density in the Jig Bed

Presented paper is the detailed description of probabilistic model of discrete distribution of layer density in the jig bed, developed on
the basis of its assumptions presented in the paper (Glowiak 2019). This elaboration contains all formulas describing the relationships
existing in this model. The details of the assumptions were also given, which clear presentation was more advantageous to combine
with the details of the calculations. The model was used to calculate the density distribution of particles in individual layers. These
calculations show that there are significant differences in these distributions compared to other known models. Also the overall picture
of the enrichment process in the jig adopted on the basis of previous experimental research and theoretical considerations is signifi-
cantly different from the picture resulting from the presented model. Observed differences also turn out to be important for the practice
of coal enrichment, indicating clearly the choice of the direction of jigs modernization significantly different from the trends currently
prevailing among the designers of these machines. The presented model shows also incorrectness of currently used calculations to
predict separation results using separation curves mainly due to the free choice of separation density. The choice of separation density
in the actual jig operaation process is significantly limited by the densities of the layers formed. The presented model shows that the
mathematical approximation of the separation curves in the currenyly used calculation is not correct.

Keywords: hard coal enrichment, jig, modeling of the jig operation, dispersion of grains, separation curves

198

Inzynieria Mineralna — Styczei — Czerwiec 2020 January - June — Journal of the Polish Mineral Engineering Society






